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У комплексній площині C1 розглядається 
квадрат зі стороною Q(l):
{ }1 1( ) , , , ,Q l z x iy x R y R x l y l= = + ∈ ∈ ≤ ≤ . 
Нехай Ak його вершини
1 (1 ),A l i= − +  2 (1 ),A l i= −  
3 (1 ),A l i= +  4 (1 )A l i= − −
, 1,4kk i l kα = − =  − середини його сторін.
У даній роботі для функцій f(z) аналітичних у 
середині квадрата Q(l) досліджуються розвинен-
ня в ряди Діріхле [1] 
1
( ) n zn
n
f z a e
∞ λ
=
= ∑                        (1)
із застосуванням оперативного підходу до теорії 
наближень [2]  та комплекснозначної псевдомет-
рики [3].
Такі ряди досить часто зустрічаються в робо-
тах багатьох математиків. Ряди Діріхле є уза-
гальненням рядів Фур’є, які є значно краще до-
слідженими. Розклад 2π − періодичної функції в 
ряд Фур’є
( ) inxn
n
f x a e
+∞
=−∞
= ∑                        (2)
є розвиненням за власним ортогональним бази-
сом { }inx
n
e
+∞
=−∞  самоспряженого в L2(–π; π) опера-
тора А, породженого диференціальним виразом 
d
i
dx
 з періодичними граничними умовами
f (–π) =f (π).
Ситуація з дослідженням рядів Діріхле виг-
лядає значно складнішою. Для рядів Діріхле вза-
галі відсутня єдність представлення. Так 
О. Ф. Леонтьєвим наведено приклад нетривіаль-
ного ряду Діріхле, який всередині квадрата 
Q(l) збігається до нуля рівномірно на компак-
тах [26].
© Кашпіровський О. І., 2009
Дослідженню розвинень в ряди Діріхле аналі-
тичних функцій в опуклій комплексній області Q 
присвячена серія робіт О. Ф. Леонтьєва [1, 4–11], 
які з’являлися, починаючи з 1951 року, більше 
сорока років. Крім того, подібні питання дослід-
жувалися у роботах В. К. Дзядика [12–14], 
Е. К. Критиголови [13], Ю. І. Мельніка [15–17], 
А. М. Седлецького [18–20], А. П. Хромова [22–
23], В. В. Напалкова [24], І. Ф. Красічкова-Тер-
новського [21] та інших.
Якщо Q є опуклий многокутник, то, як пока-
зав у 1974 році В. К. Дзядик [14], функція f(z) 
аналітична всередині многокутника допускає 
розщеплення на суму m періодичних аналітич-
них функцій (m – кількість сторін Q) 
1
( ) ( )
m
k
k
f z f z
=
= ∑ .
Кожна функція fk (z) періодично продовжуєть-
ся з відповідної їй сторони Гк ( 1, )k m= на пряму 
γk, що проходить через сторону Гk. З прямої γk 
функція fk (z) аналітично продовжується у напів-
площину Пk. Ця напівплощина визначається 
прямою γk і містить у собі многокутник Q, при-
чому:
1
m
kk
Q == ∩ Π
У розвиненні (1) кожна функція fk (z) пред-
ставлена своїм розвиненням в ряд Фур’є на сто-
роні Гk.
У випадку квадрата Q(l) ряд Діріхле (1) 
для функції аналітичної всередині Q(l), що має 
вигляд 
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де 
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− πϕ = + .
Зокрема функція f1 (z), що відповідає стороні 
Г1 = [А1, А2] квадрата Q(l) допускає розвинення в 
ряд Фур’є такого виду
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Для визначення коефіцієнтів ряду Діріхле 
О. Ф. Леонтьєвим було введено систему функцій 
{ψn(z)}, яка є біортогональною до системи { }n zeλ , яка фігурує в розвиненні (1).
Виявилося, що ця система має лише теоре-
тичне значення. Навіть у класичному випадку 
рядів Фур’є (Q = [–π; π]) для ψn(z) достатньо 
складно одержати явні вирази.
Нехай L2(Г) є простір усіх комплексно знач-
них функцій f(z), визначених на границі Г квад-
рата Q(l), які мають інтегрований квадрат модуля 
( )2
Ã
f z dz∫ .
Скалярний добуток в L2(Г) визначається фор-
мулою: 
( ) ( )
Ã
f z g z dz∫ .                       (3)
Крім скалярного добутку (3) розглянемо та-
кож в L2(Г) псевдоскалярний добуток
, ( ) ( )f g f z g z dz
Γ
= ∫ ,                   (4)
який відрізняється від скалярного добутку (3) 
тільки тим, що диференціал dz в (4) береться без 
модуля. Враховуючи властивості криволінійних 
інтегралів для функцій комплексної змінної [26] 
для добутку (4) дістанемо представлення після 
відповідних замін змінних 
1 ___________
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1
; ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
l l
l l
l
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f g f x il g x il dx i f l iy g l iy dy
i f x il g x il dx i f l iy g l iy dy
− −
−−
= ∫ − − + ∫ + + +
+ + + + ∫ − + − +∫ .
 (5)
Розщепивши L2(Г) на пряму суму 
( ) ( )42 2
1
k
k
L L
=
Γ = Γ⊕ ,                     (6)
де L2(Гk) складається з функцій, які відмінні від 0 
тільки на Гk. Введемо оператор J, який функції з 
L2(Г1) множить на 1, функції з L2(Г2) множить на 
i, функції з L2(Г3) множить на i2 = –1, функції з 
L2(Г4) множить на J3 = –i. Таким чином маємо 
простори L2(Гk), які є власними підпросторами 
оператора J. Очевидно, оператор J задовольняє 
умову 
J4 = I,
де I − одиничний оператор L2(Г). Зауважимо, що 
у випадках індефінітної метрики [3] відповідний 
оператор J задовольняє умову 
J2 = I.
За допомогою оператора J псевдодобуток (4) 
можна виразити через добуток (3)
( ); ; .f g Jf g=
У L2(Г) виділимо підпростір H2(Q(l)) типу 
Гарді, що складається з функцій аналітичних у 
середині квадрата Q(l), які мають інтегрований 
квадрат модуля на сторонах Q(l). Відносно ска-
лярного добутку (3) H2(Q(l)) є гільбертовим про-
стором [25]. У H2(Q(l)) розглянемо також псев-
доскалярний добуток (4). Якщо g(z) = C = const, 
то ( ),f g C f z dz
Γ
= ∫ . Внаслідок аналогічності 
f(z) всередині Q(l) за теоремою Коші [26] 
( ) 0f z dz
Γ
=∫ , а отже ; 0f C = . Аналогічну си-
туацію будемо мати і у випадку f(z) = const. Якщо 
f,g є H2(Q(l)) обидві відмінні від констант, то до-
буток (4) взагалі не рівний нулю, оскільки 
( ) ( )f z g z  не є аналітичною функцією.
У просторі H2(Q(l)) розглянемо необмежений 
лінійний оператор А, що породжується диферен-
ціальним виразом di
dz
. За початкову область 
визначення D0(A) візьмемо множину функцій f(z) 
з H2(Q(l)), які є аналітичними на сторонах квад-
рата. Мається на увазі, що f(z) допускає аналі-
тично продовження в деяку відкриту множину, 
що містить у собі замкнений квадрат Q(l). Має 
місце таке твердження.
Теорема 1. Відносно псевдоскалярного до-
бутку (4) на D0(A) оператор 
d
A i
dz
=  є J-симет-
ричним, тобто 
, ,Af g f Ag= .
Доведення.
Маємо ( ) ( ) ( ) ( )14
1
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+
=Γ
⎛ ⎞ ′= =⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑∫ ∫  
(вважаємо A5 = A1). Застосувавши формулу інте-
грування частинами для кожної сторони квадра-
та, дістанемо аналог формули Гріна 
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∑ ∑ ∫ .
(7)
В алгебраїчній сумі поза інтегральних доданків 
кожен добуток ( ) ( )k kf A g A  присутній двічі. Один 
раз зі знаком «+» і другий раз із знаком «–». Отже, 
позаінтегральні члени в (6) взаємознищуються. 
Врахувавши, що i i= − , остаточно дістанемо 
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1
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4
1
4
1
;
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k
k
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Af g i g z f z dz
ig z f z dz f z ig z dz f Ag
+
+
=
= Γ
′= − =
′ ′= = =
∑ ∫
∑ ∫ ∫ .
Теорему 1 доведено.
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Зауважимо, що відносно скалярного добутку 
(3) оператор А не є симетричним, оскільки після 
застосування інтегрування частинами позаінтег-
ральні члени не знищуються.
Теорема 2. Система функцій 0 ( ) 1zϕ ≡  та 
( ), , 1,4nk z n N kϕ ∈ = , утворює власний базис 
оператора А.
Доведення.
Безпосередньою перевіркою переконуємося, 
що ( )1 1 0dA i
dz
= = ,
( ) ( ) ( )1exp k knk k nkd n nA z i i z i zdz l l−
π π⎛ ⎞ϕ = − α = ϕ⎜ ⎟⎝ ⎠ .
Отже, 1, φnk(z) є власні функції оператора А, а 
λ0 = 0 та 
3 k
nk nie
−πλ = є власними числами опера-
тора А. Теорему 2 доведено.
Теорема 3. У метриці породженій скалярним 
добутком (3) простір Н2(Q0) є прямою неортого-
нальною сумою замкнених підпросторів Н(k) 
( ) ( )42 0
4
H H
k
Q k
=
= ⊕ .
Доведення. Доведемо замкненість підпро-
сторів H(k) в Н2(Q0). Для нього оцінимо кути θjk 
між підпросторами H(j) та H(k), , 0,4,j k j k= ≠ . 
Ці кути визначаються з таких умов: 
( )
( )
( , )
cos sup ,jk
f H j
g H k
f g
f g∈∈
θ = ⋅  0 2jk
π≤ θ ≤ . 
Визначити величини скалярних добутків
( ) ( ), , , ,mj nk m j n kϕ ϕ = Ι , 
де , ; , 1,4m n j k∈ Ν = .
Ці величини запишемо у вигляді сум:
( ) ( )4
1
, , , , , ,s
s
m j n k m j n k
=
Ι = Ι∑ , де
( ) ( ) ( ), , ,
s
s mj nkm j n k z z dz
Γ
Ι = ϕ ϕ∫ .
З урахуванням відповідних замін змінних та 
рівності 2 1,mie mπ = ∈ Ν , одержимо
( ) 21
0
,1, ,1 2 ,imx inx mnm n e e dx
π
Ι = = πδ∫
0, ,
(
1,mn
m n
m n
≠⎧δ = ⎨ =⎩ , символ Кронекера),
( ) ( ) ( )( )2 2( )2 4
0
1
,1, ,1 ,1, ,1 1 ,m nm n ym n m n e dy e
m n
π
− π +− +Ι = Ι = = −+∫
( ) ( )22 2
3
0
( ,1, ,1) 2m n m nimx inx mnm n e e e dx e
π
− π + − π +Ι = = π δ∫ ,
( ) 221
0
,1, ,3 0.n inxm n e e dx
π
− π −Ι = =∫
Для m n≠  маємо:
( ) ( ) ( )22 ( ) 2 22 4
0
1
,1, ,3 ,1, ,3 n m n y m nm n m n e e dy e e
m n
π
− π − − − π − πΙ = Ι = = −−∫.
Для m = n маємо:
( ) ( ) 22 22 4
0
,1, ,3 ,1, ,4 2m mm n m n e dy e
π
− π − πΙ = Ι = = π∫ ,
( ) 223
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,1, ,3 m imxm n e e
π
− πΙ = ∫ 0,inxe dx− =
( ) ( ) ( )2 2 21
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i
m n e e dx e e
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π
− − π − πΙ = = − = −− +∫
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,
n my iny n m n n
n n m n
m n e e e dy e e
in m
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Ι = = − =−
= −−
∫
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m imx nx
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i
e e e e
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−= − = −− +
∫
,
( ) ( )2 24
0
1
,1, ,4 1my iny mm n e e dy e
m in
π
− − − πΙ = = −−∫ .
Внаслідок симетрії решти значень Is (m, j, n, k) 
можуть бути визначені за допомогою знайдених. 
Тоді:
2
0 0 0 0 1 0 2 0 3
2
2
0 4
0
( , ) 8 , ( , ) ( , ) ( , )
2
( , ) 2 (1 ),
n n n
Ã
ny n
n inz
Ã
dz
e dz e dy e
n
π
− − π
ϕ = ϕ ϕ = = π ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ =
= ϕ ϕ = = = −
∫
∫ ∫
2 4 412 (1 ) (1 ) 2 , , 1,4.n nnk e e n N kn
− π − πϕ = π + + − > π ∈ =
 
2 ( ) 2 2
1 4 2 2 2 2
( 1)( ) ( 1)( )
( , ) (1 ( ),m n m nm n
i m n i m n
e e e
m n m n
− π + − π − π+ + − −ϕ ϕ = − + −+ +
4 4 4
1 3 1 4
2
( , ) ( ), ( ), ( , )m n mm n m me e m n em n
− π − π − πϕ ϕ = − ≠ ϕ ϕ =− .
Оцінимо величини (0, n, k) та c(m, j, n, k), 
які є косинусами кутів між одновимірними 
просторами, породженими функціями φ0(z) та 
φnk(z) , 1,4n N j∈ = , відповідно φmj(z) та 
( ), , ; , 1,4nk z m n N j kϕ ∈ =  (хоча б одна пара ін-
дексів m i n або j та k різна). 
( )
0 4
0
1
1 4 2 2 2
( , 1
( , , ) ,
2
( , ) 1
( ,1, ,4) ,
2
nk m
nk
m n
mj nk
c o n k e
c m n m n
− π
−
ϕ ϕ= <ϕ ⋅ ϕ π
ϕ ϕ= < +ϕ ⋅ ϕ π
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1 3
1 1
1
1 1
( , 1
( ,1, ,3) ,
( , ) 1
( , ,1) , ( ).
( )
m n m
n n
m n
m n
c m n e
c m n m n
m n
− πϕ ϕ= <ϕ ⋅ ϕ π
ϕ ϕ= < ≠ϕ ⋅ ϕ π +
Косинуси кутів , , 1,4,jk j k j kθ = ≠  можна 
визначити як норми лінійних операторів С(k, j), 
діючих в l2, які визначаються матрицями { } ,( , , , ) m n Nc m j n k ∈ . 
Оцінимо норму оператора в l2, якому відпові-
дає матриця С(1,4). Для цього покажемо, що 
матриця { } 12 2 2, , ( )mn mnm n ND d d m n −∈= = +  визна-
чає в l2 компактний оператор, що належить ідеа-
лу Шеттена σp при р = 4. [27,28].
22
2
4 2 2 2
1 1 1 1
2 2 1 2 2 2
2 2
1 1 1 1
2 2
2
1
( )
( ( ) ) ( ) ( )
4
1
16 96
me m mnee
m m m n
m n m mm
m
D de d
dx
m n
m x m
m
+∞ +∞ +∞ +∞
= = = =
+∞+∞ +∞ +∞ +∞−
= = = =
+∞
=
⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎝ ⎠
π= + ≤ ≤ =+
π π= =
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑∫
∑
Звідси отримаємо 
14
4
4
1
4
14 14 4
14
( ) ,
96 2 3
2
cos 12 0,537,
2 3
4 2
D
C
−
π π≤ =
πθ = < ⋅ = =π
π π< θ <
Інші кути , ; , 0,4jk j k j kθ ≠ =  також належать 
проміжку ( ,  )
4 2
π π . Таким чином простори 
( ), 0,4H k k =  замкнені в 2 0( )H Q , а система 
функцій 0 ( ), ( ), , 1,4nkz z n N kϕ ϕ ∈ =  утворює в 
2 0( )H Q  базис Рісса. Теорему 3 доведено. 
Безпосередньою перевіркою можна показати, 
що при фіксованих , 1,4, 2j k j k= − = , функції 
( ), ( )mj nkz zϕ ϕ  утворюють відносно псевдодобут-
ку (4) ортогональну систему.
Розглянемо ще один псевдодобуток:
2 2_____
1
0 0
2 2____________
0 0
; ( ) ( ) (2 ) (2 )
( 2 ) ( 2 ) ( ) ( ) ,
if g f x g x dx i f iy g iy dy
f x g x i dx i f iy g iy dy
π π
π π
= + π + π + −
− + π + π −
∫ ∫
∫ ∫
2 0, ( )f g H Q∈ .
Від добутку (4) цей добуток відрізняється 
другим та четвертим доданком, в яких відсутній 
знак відмінювання. Виявляється, що в цьому 
скалярному добутку кожна функція φm1(z) орто-
гональна до всіх інших φnk(z). Отже, це дозволяє 
побудувати інтегральний оператор, що проектує 
Н2(Q0) на Н (1).
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Kashpirovskyi O.I.
ABOUT THE USAGE OF COMPLEX-VALUED 
PSEUDOMETRIC FOR EXPOSITION RESEARCH IN DIRICHLET’S FUNCTIONS 
ANALYTICAL INSIDE THE SQUARE
Dirichlet’s series for functions analytical inside the square are considered as exposition of eigen functions 
of differentiated operator. The analogue of Green’s formula is ascertained with the help of pseudometric. 
The method of metrics introduction is showed, where Dirichlet’s series are an exposition of orthogonal 
system of functions. 
Key words: expansion, Fourier series, Dirichlet’s series, scalar product, pseudometric, analytical func-
tion, convex polygon.
